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1. ЦЕЛИ И ЗАДАЧИ ДИСЦИПЛИНЫ 
 

    Дисциплина «Строительная механика» является одной из основных базовых дисцип-
лин, 

 имеет своей целью: 

   дать современному специалисту необходимые знания, а также приобрести навыки в об-
ласти анализа работы и расчета конструкций, выполненных из различных материалов, на 
прочность, жесткость и устойчивость при различных воздействиях с использованием совре-
менного вычислительного аппарата. 

Ее обучение основано на знании студентами таких общеобразовательных дисциплин, 
как "Высшая математика", "Физика", "Теоретическая механика", "Сопротивление материа-
лов". 

Овладение ее практическими расчетными приемами связано с изучением прикладных 
дисциплин, как-то: "Металлические конструкции", "Железобетонные и каменные конструк-
ции",  "Конструкции из дерева и пластмасс".  Материал всех указанных дисциплин логиче-
ски взаимосвязан с материалом дисциплины "Строительная механика". 

Изложение дисциплины "Строительная механика" ведется при постепенном усложне-
нии изучаемого материала в логической последовательности. 

    Задачи дисциплины: вооружить будущего специалиста необходимыми знания-
ми для анализа работы и расчета строительных конструкций. 
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2. ТРЕБОВАНИЯ К УРОВНЮ ОСВОЕНИЯ СОДЕРЖАНИЯ 
ДИСЦИПЛИНЫ. 

 

В результате освоения этого курса  

знать:   основные методы и практические приемы расчета реальных конструкций и их 
элементов из различных материалов по всем предельным расчетным состояниям на раз-
личные воздействия. 

уметь:   грамотно составить расчетную схему сооружения, произвести ее кинематический 
анализ, выбрать наиболее рациональный метод расчета при различных воздействиях и 
найти истинное распределение напряжений, обеспечив при этом необходимую прочность 
и жесткость его элементов с учетом реальных свойств строительных материалов, исполь-
зуя современную вычислительную технику. 

демонстрировать способность и готовность:   проводить кинематический анализ рас-
четной схемы сооружения; определять внутренние усилия, напряжения и перемещения в 
элементах статически определимых и неопределимых систем современными методами 
при различных воздействиях. 

 

3. РАЗДЕЛЫ ДИСЦИПЛИНЫ И ИХ СОДЕРЖАНИЕ 

 

Введение. Строительная механика, цель и задачи курса связь с 
другими дисциплинами. . 

Кинематическ
ий анализ сооруже-
ний. 

Расчетные схемы сооружений, их классификация 
Статический и кинематический анализ типов  связей и 
опор. Степень свободы плоской стержневой системы, 
формулы для ее определения.  Образование геометрически 
неизменяемых систем. Мгновенно изменяемые системы и 
способы проверки систем на мгновенную изменяемость. 

. 
Расчет 

статически 
определимых сис-
тем 

Свойства статически определимых систем, методы их 
расчета на неподвижную нагрузку.  Конструирование и 
расчет многопролетных балок и рам.  Поэтажная схема.  
Расчет трехшарнирных арок и рам.  Понятие о рациональ-
ной оси арки.  Расчет балочных и консольно-балочных 
ферм с простой решеткой на узловую нагрузку: метод вы-
резания узлов, метод сечений, графический метод.  Внеуз-
ловая нагрузка.  Понятие линий влияния.  Статический 
способ построения линий влияния.  Линии влияния усилий 
в простой балке, в многопролетных балках и рамах.  Кине-
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матический способ построения линий влияния.  Загруже-
ние линий влияния неподвижной и подвижной нагрузкой.  
Линии влияния в трехшарнирных арках, простых фермах. 

. 
Основные тео-

ремы об упругих 
системах и опреде-
ление перемещений 
в статически опре-
делимых системах 

Понятие о линейно-деформируемой системе. Обоб-
щенный закон Гука. Обобщенные силы и перемещения. 
Принцип возможных перемещений. Теорема Клапейрона о 
работе статически приложенной внешней нагрузки. Работа 
внутренних сил. Потенциальная энергия упругой системы.  
Теорема Бетти о взаимности работ.  Теоремы о взаимности 
перемещений, реакций.  Построение линий влияния пере-
мещений.  Формула Мора для определения перемещений 
от нагрузки, теплового воздействия и осадки опор.  Прави-
ло Верещагина и формула Симпсона для вычисления инте-
гралов. 

. 
Статически 

неопределимые 
системы.  Метод 
сил 

Свойства статически неопределимых систем.  Сте-
пень статической неопределимости. Выбор основной сис-
темы. Канонические уравнения метода сил. Вычисление 
коэффициентов канонических уравнений и их проверка.  
Расчет рам на действие температуры, нагрузки и смещения 
опор.  Проверка окончательных эпюр. Учет симметрии. 
Вычисление перемещений в статически неопределимых 
системах. 

. 
Метод 

перемещений 
Степень кинематической неопределимости при рас-

чете методом перемещений.  Основная система. Построе-
ние единичных и грузовых эпюр в основной системе. Ка-
нонические уравнения метода перемещений.  Вычисление 
коэффициентов.  Расчет рам и неразрезных балок на сило-
вые, температурные воздействия. Проверка окончательных 
эпюр. Использование симметрии. 

. 
Смешанный 

метод. 

Комбинирован
ный способ 

Основная система. Построение единичных и грузо-
вых эпюр в основной системе.  Канонические уравнения.  
Вычисление коэффициентов.  Построение и проверка 
окончательных эпюр.  Учет симметрии. 

Комбинация методов сил, перемещений и смешанно-
го при расчете симметричных систем на произвольную на-
грузку. 

. 
Матричная 

форма метода пере-
мещений расчета 
стержневых систем 
(матричный метод 

Машинные методы расчета конструкций стержневых 
систем методом перемещений в матричной форме. Неиз-
вестные и внешние силы, внутренние усилия и деформа-
ции. Приведение внешних воздействий к узловой нагрузке. 
Матрица внешних сил. Три стороны задачи расчета упру-
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перемещений) гих стержневых систем:  

1. Уравнения равновесия. Статическая матрица.

2. Связь деформации и перемещений. Деформационная 
матрица. Принцип двойственности статических и 
геометрических уравнений. 

3. Закон Гука. Матрица податливости и матрица внут-
ренней жесткости. 

Расчетные формулы метода перемещений в матрич-
ной форме. 

. 
Метод конеч-

ных элементов 
(МКЭ расчета кон-
струкций) 

Методы расчета конструкций с помощью ЭВМ.  Идея 
МКЭ. Расчет стержневых систем МКЭ.  Матрица жестко-
сти элемента и совокупности элементов.  Определение 
усилий в элементах.  Расчет пространственных систем.  
Особенности расчета континуальных систем МКЭ на при-
мере плоской задачи теории упругости.  Формирование 
матрицы жесткости совокупности элементов. Определение 
напряжений и деформаций в элементах. Использование 
улучшенных элементов и элементов других форм. 

. 
Расчет стерж-

невых систем с уче-
том пластических 
свойств материалов 

Понятие о предельном состоянии. Разрушающие на-
грузки. Гипотезы теории предельного равновесия. Расчет 
статически определимых и неопределимых ферм с учетом 
пластических свойств материала. Учет пластических 
свойств материала в балке при чистом и при поперечном 
изгибе.  Пластический момент сопротивления и пластиче-
ский шарнир.  Расчет статически определимых и неопреде-
лимых балок с учетом пластических свойств материала.  
Основные теоремы о разрушающих нагрузках: статиче-
ская, кинематическая и о единственности решения. Метод 
комбинированных механизмов расчета рам. 

0. 
Устойчивость 

сооружений 
Основные понятия устойчивости сооружений: виды 

потери устойчивости, степень свободы, методы решения. 
Устойчивость систем с конечным числом степеней свобо-
ды (статический, энергетический методы). Устойчивость 
упругих стержней (статический и энергетический методы). 
Дифференциальное уравнение сжато-изогнутого стержня и 
его решение методом начальных параметров. Табличные 
эпюры метода перемещений для сжатых стержней. Учет 
симметрии при расчете на устойчивость. Деформационный 
расчет рам. 
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1. 
Динамика 

сооружений 
Основные понятия динамики сооружений: виды динамиче-
ских нагрузок, степени свободы, методы решения.  Сво-
бодные колебания системы с одной степенью свободы с 
учетом и без учета затухания. Свободные колебания сис-
тем с конечным числом степеней свободы. Определение 
частот и форм свободных колебаний. Ортогональность 
главных форм. Вынужденные колебания системы с одной 
степенью свободы при различных динамических воздейст-
виях. Динамический коэффициент. Вынужденные колеба-
ния систем с конечным числом степеней свободы при виб-
рационной нагрузке. Понятие об обобщенных силах инер-
ции и их использование при динамическом расчете.  Энер-
гетический метод определения частот свободных колеба-
ний.  Борьба с вибрациями. 

 

 

 

4. УЧЕБНО-МЕТОДИЧЕСКОЕ ОБЕСПЕЧЕНИЕ 
ДИСЦИПЛИНЫ. 

1.1.  

1.2. Рекомендуемая литература 

1.3.  

1.4. а) основная литература 
 

1. Леонтьев Н.Н.,  Соболев Д.Н.,  Амосов А.А. Основы строительной механики 
стержневых систем. - М.: АСВ, 1996. 

2. Анохин Н.Н.  Строительная механика в примерах и задачах.  Ч. I. Статически оп-
ределимые системы: Учеб. Пос. – М.: Изд-во АСВ, 2007. 

3. Анохин Н.Н.  Строительная механика в примерах и задачах.  Ч. II. Статически не-
определимые системы: Учеб. Пос. – М.: Изд-во АСВ, 2007. 

4. Анохин Н.Н.  Динамический расчет стержневых систем с одной степенью свобо-
ды: Учеб. Пос. – М.: МГСУ, 2006. 

 
б) дополнительная литература 

 
1. Синицын С.Б. Строительная механика в методе конечных элементов стержне-
вых систем: Учеб. Пос. – М.: Изд-во АСВ, 2002. 
2. Синицын С.Б. Решение практических задач строительной механики на компь-
ютере: Учеб. Пос. – М.: МГСУ, 2004. 
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Основные понятия и кинематический анализ сооружений 
 
Строительная механика – наука, которая занимается разработкой принци-

пов и методов расчета сооружений на прочность, устойчивость и жесткость при 
действии на них статических и динамических нагрузок, а также изменения тем-
пературы или неравномерных осадок опор. Цель расчетов на прочность и ус-
тойчивость – обеспечить достаточную, но не излишнюю безопасность соору-
жений, а расчет на жесткость – устранить возможность появления значитель-
ных деформаций сооружений. 

Строительная механика включает дисциплины: сопротивление материалов, 
теорию упругости, теорию пластичности, теорию пластин и оболочек, динами-
ку сооружений, строительную механику стержневых систем.  Последняя, в от-
личие от сопротивлений материалов, занимается не теорией расчета стержня 
(бруса), а теорией расчета системы брусьев или стержней, образующих соору-
жение. 

 

1.5. Расчетная схема сооружений 
 

Расчет реального сооружения с учетом всех особенностей его конструкции 
является сложной и практически нерешаемой задачей. Поэтому, стремясь дать 
простые, удобные, но достоверные решения, строительная механика вынуждена 
упрощать условия задачи, отказываться от учета целого ряда второстепенных 
факторов и учитывать лишь основные факторы, оперировать с расчетными 
схемами. 

Ра сч е тн а я  с х ема  сооружений – это упрощенное изображение действи-
тельного сооружения. Она отражает основные свойства, определяющие поведе-
ние сооружения под нагрузками, и не учитывает второстепенные факторы, ко-
торыми можно пренебречь. 

С г е оме трич е с кой  т очки  з р ени я  различают расчетные схемы со-
оружений: плоские, воспринимающие нагрузку только в одной плоскости, про-
странственные, воспринимающие приложенную к ним пространственную сис-
тему сил; стержневые, состоящие из стержней, т.е. таких элементов, из которых 
один размер (длина) значительно превышает два других; пространственные 
тонкостенные, составленные из плит, пластин, оболочек, т.е. таких элементов, у 
которых размеры по двум направлениям (длина, ширина) значительно превы-
шают толщину; массивные тела, у которых размеры по всем трем направлениям 
одного и того же порядка. 

По  спо собу  с о единения  э л емен то в  различают сооружения с 
шарнирными (фермы), жесткими (рамы) и комбинированными соединениями 
элементов в узлах. 

По  напр авл ению  опорных  р е а кций  сооружения могут быть без-
распорными, у которых вертикальная нагрузка вызывает только вертикальные 
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опорные реакции, и распорными, у которых вертикальные нагрузки вызывают 
наклонные опорные реакции, горизонтальные составляющие которых называют 
распором. 

По  кин ематич е скому  при зн аку  стержневые системы могут быть 
геометрически неизменяемыми,  если перемещения узлов возможны только при 
условии деформаций элементов (стержней). Геометрически изменяемые систе-
мы допускают перемещения и изменение своей формы без деформаций элемен-
тов, в зависимости от внешнего нагружения. Такие системы являются механиз-
мами и не могут служить в качестве строительных конструкций. 

Система называется мгновенно изменяемой, если она допускает бесконеч-
но малые перемещения точек без деформации ее элементов. 

Отдельные части (звенья, диски, стержни) считаются абсолютно жесткими. 
Диски в плоскости имеют три степени свободы. 

По  с т а тич е с кому  при зн аку  стержневые системы разделяются на 
статически определимые и статически неопределимые.  

Статически определимой называется геометрически неизменяемая систе-
ма, усилия во всех элементах которой, а также в опорных связях можно опреде-
лить из уравнений равновесия. Все остальные сооружения будут статически не-
определимыми. 

 

1.6. Определение числа степеней свободы плоских стержневых систем 
 
Степенью свободы системы тел называется число независимых геометри-

ческих параметров, полностью определяющих положение системы. 
Введем понятие связи – любое устройство, снижающее число степеней 

свободы на единицу. В качестве связей применяют шарниры, стержни с шарни-
рами по концам и опоры. 

Число степеней свободы W плоской стержневой системы, состоящей из D 
дисков, шарнирно связанных между собой Ш шарнирами, и имеющей Со опор-
ных стержней определяется по формуле Чебышева 

oCШDW = − −23 .                     (1.1) 

Докажем формулу (1.1). Пока диски не связаны между собой, число 
степеней свободы равно утроенному числу дисков. Если диск прикрепить к 
плоскости с помощью цилиндрического шарнира, он может только вращаться 
вокруг этого шарнира и потеряет две степени свободы. Значит, шарнирное уст-
ройство эквивалентно наложению двух связей. Каждый опорный стержень 
уменьшает число степеней свободы системы на единицу.  

При выводе формулы (1.1) предполагалось, что шарнир соединяет два дис-
ка, такие шарниры называются простыми. Кратный, сложный шарнир соединя-
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ет три и более дисков и эквивалентен n-1 простым шарнирам, где n – число со-
единяемых дисков. 

 
 

  ПРОСТЫЕ ШАРНИРЫ  КРАТНЫЕ ШАРНИРЫ 
 
     Ш=1   Ш=1   Ш=1   Ш=2  Ш=2  Ш=4 
 

 
 
 

 
Рис.1 

Для шарнирно-стержневой системы (плоской фермы) можно получить бо-
лее простую формулу, т.к. кратность шарниров всех узлов фермы переменна. 
Если через У обозначить число узлов в ферме, включая опорные, каждый из ко-
торых на плоскости имеет две степени свободы, через С – число стержней сис-
темы, С0 – число опорных стержней, получим формулу 

 
.2 0CCУW −−=                                                    (1.2) 

 
Второй член формулы (1.2) объясняется просто: два несвязанных узла 

имеют четыре степени свободы, а соединенные стержнем С образуют диск с 
тремя степенями свободы, значит введение каждого стержня равно потере од-
ной степени свободы. 

 
Классификация системы по степени свободы 
 

1. W > 0 – система геометрически изменяема (механизм) и не может 
служить в качестве строительной конструкции. 

2. W < 0 – система геометрически неизменяема и содержит избыточные 
или лишние связи, причем число лишних связей  

 
KWЛ 3+−= ,     (1.3) 

 
 где K  – число замкнутых бесшарнирных контуров. 
3. W = 0 – система геометрически неизменяема и не содержит лишних 

связей. 
 
Условия 2 и 3 являются необходимыми, но недостаточными, т.к. связи мо-

гут быть расположены неправильно. 
Для того чтобы выяснить, является ли система геометрически неизменяе-

мой, необходимо выполнить анализ геометрической структуры системы, кото-
рый состоит в рассмотрении расположения связей и закона соединения элемен-
тов. 
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Например, из двух балок и ферм, показанных на Рис.2, первые неизменяе-
мы, а вторые имеют геометрически изменяемую часть. 

ых 

одной 

ллюстрацией служит Рис.3, г а показаны геометрически неизме-
няемые системы, соответствующие названным четырем принципам, а справа – 
огов

 
 

 
 
 
 
 

1.1.  Основные принципы образования геометрически неизменяем
плоских систем: 

1. Три диска соединяются тремя шарнирами, не лежащими на 
прямой. 

нир. 

ной прямой. 

ми. 

 
 

2. Два диска соединяются шарниром и стержнем, не проходящим через 
этот шар

3. К диску присоединяется новый узел с помощью двух стержней, не 
лежащих на од

4. Два диска соединяются тремя стержнями, не пересекающимися в од-
ной точке и не параллельны

 
 
 
 
 
И

Рис.2 

де слев

оренные исключения, приводящие к мгновенно изменяемым системам. 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 12



 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
В

Рис.3 

нимательное рассмотрение всех принципов показывает, что все они ос-
нованы на построении шарнирного треугольника – простейшей геометрически 
неизменяемой фигуры, с действительными или фиктивными шарнирами А, В, 
С. Если шарнирный треугольник вырождается в прямую или в точку, то систе-
ма становится мгновенно изменяемой. 

                                    Мгновенно изменяемые системы 
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Мгновенно изменяемыми системами называют системы, допускающие без 
деформации их элементов бесконечно малые перемещения. 

 соответствии с первым принципом это неизменяемая система, если счи-
тать ва диска-стержня и третий диск-земля соединяются тремя шарнирами А, 
В и 

 АС с центром в точке А. 
Эта 

1.7.  Усилия в мгновенно изменяемых системах 
 
Приложим м усилия S, 

равные в двух стержнях в силу симметрии системы, или вырезая узел С и про-
екти

 Рассмотрим простейшую систему из двух дисков (ферма Мизеса) на 
Рис.4а. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
В
д
С, не лежащими на одной прямой. Кроме того, в соответствии с третьим 

принципом можно считать, что к диску-земле присоединяется новый узел с по-
мощью двух стержней, не лежащих на одной прямой. 

Доказать неизменяемость системы просто. Мысленно разъединим стерж-
ни. Тоска С станет описывать окружность I-I радиусом

же точка С станет описывать окружность  II-II радиусом СВ с центром в 
точке В. Но в действительности точка С принадлежит обоим дискам, поэтому 
перемещение точки С одновременно по кривым I-I и II-II невозможно. Следова-
тельно, система АВС неизменяема. Если угол α→0, то система вырождается в 
показанную на Рис.4b, в этом случае в точке С окружности имеют общую каса-
тельную, следовательно, возможно бесконечно малое перемещение, точка С 
перемещается в точку С1. Следовательно, это мгновенно изменяемая система.  

 

Рис.4 

 вертикальную силу Р  в точке С на Рис.4с. Найде

руя все силы на горизонталь. Проектируя все силы, приложенные к узлу С 
на вертикальную ось, находим 

 
.sin2/;0sin2 αα PSPS =⇒=−         Если ∞== S,0α . 
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ледовательно, усилия в мгновенно изменяемых системах теоретически 

стре

пустимо, 
необ

 
римеры: 

 

        

    
  

истема, показанная на Рис.5, мгновенно изменяема, т.к. образована из 
двух

нная на Рис.6, мгновенно изменяема, если три мгновенных 
цент

С
мятся к бесконечности, что практически невозможно, т.к. система разру-

шится при конечных больших усилиях, а их перемещения становятся очень 
большими по сравнению с геометрически неизменяемыми системами. 

Применение мгновенно изменяемых систем в строительстве недо
ходимо также избегать систем, близких к мгновенно изменяемым, т.к. в 

них появляются очень большие усилия и перемещения при конечных нагруз-
ках. 

П

 
 
 
 
 
 
 
 

   
      Рис.6 Рис.5  

 
 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 Рис.7 
 
 
С
 треугольников АВС и DEF, соединенных друг с другом параллельными 

стержнями 1, 2 и 3. 
Система, показа
ра вращения дисков  I,  II и земли  III относительно друг друга 1-2; 1-3 и 2-

3 находятся на одной прямой. 



   Система, показанная на Рис.7, также мгновенно изменяема. 
Диск I образован треугольником abc (1-й принцип) и последовательным при-
соединением к нему узлов d, e, f и g (3-й принцип). Точно так же образован 
диск II. Далее, как и в предыдущем примере, находятся точки 1-3, 1-2 и 2-3, а 
они находятся на одной прямой. 

Множество примеров с подробным объяснением можно найти в книге 
Н.Н.Анохина «Строительная механика в примерах и задачах», а также задачи 
для самостоятельного решения с ответами к ним.  

 В последнее время, особенно после известных катастроф, возобновился 
интерес к полузабытому понятию «живуче сти» системы. Под нею понима-
ется конструкционная неизменяемость сооружения. Вообще можно условно 
численно считать число живучести равным числу лишних связей конструкции. 
То есть, если живучесть равна нулю, то в системе отсутствуют лишние связи, и 
выход из строя любой связи-опоры, стойки или элемента фермы, рамы и т.п. 
приведет к обрушению всей конструкции. Чем больше лишних связей, тем 
больше повышается живучесть конструкции, но при условии правильного рас-
пределения связей как внутри конструкции, так и связей с землей. 

 
Основные допущения строительной механики 
 

1. Предположение об идеальной упругости материала элементов рас-
четных схем, его непрерывности. 

2. Принят линейный закон между напряжениями и деформациями (за-
кон Гука). 

3. Принцип суперпозиции или принцип независимости действия сил 
(результат действия системы сил равен сумме результатов действия 
отдельных сил). 

 

1.8. ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОКОНТРОЛЯ 
 

1. Что называется степенью свободы плоской стержневой системы? 
2. Что такое мгновенно изменяемая система? 
3. Приведите формулы для определения числа степеней W различных 

систем. Какая из этих формул является общей? 
4. Объясните, почему в вышеупомянутых формулах перед буквами Д и 
Ш стоят коэффициенты «+3» и «-2». 

5. Назовите три возможных случая в зависимости от числа степени 
свободы системы. 

6. В каких случаях и почему для суждения о неизменяемости и непод-
вижности сооружения необходимо произвести анализ его геометри-
ческой системы? 

7. Почему мгновенно изменяемые сооружения не применяют в практи-
ке строительства? 
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2. Статически определимые стержневые системы – балки и фер-
мы 

 
В статически определимых системах все внутренние усилия – изгибающие 

моменты, поперечные силы, осевые усилия, а также реакции в опорных связях 
могут быть определены из уравнений статики.  

В курсе сопротивления материалов был рассмотрен расчет простейших ба-
лок и рам, в курсе теоретической механики – расчет ферм. Традиционно изуче-
ние строительной механики начинают именно с этих простейших статически 
определимых систем в качестве повторения и закрепления полученных ранее 
навыков расчета. 

 

2.1.  Многопролетные шарнирно- консольные балки 
 
Это совокупность простых балок, имеющих консоли и связанных между 

собой промежуточными шарнирами. Опорные реакции в них можно определить 
как непосредственно по расчетной схеме, так и по ее поэтажной схеме, на кото-
рой выделяют главные и второстепенные. В первом случае кроме трех уравне-
ний статики составляют выражения моментов от всех сил, расположенных сле-
ва или справа от промежуточных шарниров и приравнивают их нулю. Во вто-
ром случае расчет начинают с второстепенных балок на нагрузку, которая к ней 
приложена. Далее нижележащие балки рассчитывают на свою нагрузку и на 
опорные реакции, приходящие к ним с верхних балок и т.д., последовательно с 
«верхних» этажей к нижним. 
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D

Рис.8 

Пример 1. Построить эпюры M и Q для балки на Рис.8а. Здесь размеры за-
даны в метрах (м), сосредоточенные силы в килоньютонах (кН), распределен-
ные нагрузки в кН/м, сосредоточенные моменты в кН·м. Поэтажная схема пока-
зана на Рис.8б. Расчет начинается с второстепенной балки GH. 

Находятся из уравнения моментов от+носительно опор реакции 
кН и строятся эпюры  M и Q. Затем рассчитывается второстепен-

ная балка FCG или основная балка  HDE. На балку  FCG действует равномерно 
распределенная нагрузка 3  кН/м и опорная реакция  кН от вышеле-

10== HG RR

=q 10=GR
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жащей балки GH, направленная вниз (в соответствии с 3-м законом Ньютона). 
Найдем реакции  кН, 3=FR 23=CR кН. 

На консоли CG эпюра линейна, 20210 =⋅=CM  кН, растянуты верхние во-
локна, а в пролете  FC эпюра будет квадратичной, 

.    На этом участке возможен максимальный мо-
мент в сечениях, где поперечная сила 0

2x243 xxM лев
x −⋅−= 32/ xx =

=Q . Напоминаем, что dxdMQ /= , сле-
довательно в точке экстремума функции ее производная равна нулю. 

043/ =−== xdxdMQ , поэтому 75,0=x . Соответствующий момент 

 кН.  Балка HDE рассчитывается на действие 
сосредоточенного момента m=12 кН·м и опорной реакции  , действующей 
вниз. Составляя уравнения моментов относительно опор D и Е, находим опор-
ные реакции    

125,175,02 ⋅−

18

75,03 2
75,0 =⋅==xM

HR

=DR кН и 8=ER

FR

кН. Эпюры M и Q строятся просто. 
Аналогично рассчитывается основная балка ABF  на действие момента m = 

6 кН·м  и опорной реакции , направленной противоположно реакции выше-
лежащей балки FCG. 

На Рис.8ж,з построены общие эпюры M и Q  для всей балки. 
 
Напомним правила контроля построенных эпюр: 

1. На ненагруженном участке эпюра M линейна, эпюра Q - постоянна. 
2. В точке приложения сосредоточенной силы в эпюре M перелом, на-

правленный в сторону действия силы, а на эпюре Q - скачок, равный 
силе. 

3. В точке приложения сосредоточенного момента на эпюре M должен 
быть скачок на величину этого момента. 

4. На участке с равномерно распределенной нагрузкой эпюра M стро-
ится по закону квадратной параболы, выпуклостью направленной в 
сторону действия нагрузки, эпюра Q – линейна. В точках, где 

max . , M =0 MQ =
5. Момент в шарнире равен нулю. 
6. Все узлы конструкции должны быть в равновесии 0=∑ узла . M
7. Проверку правильности построения эпюр Q и N выполняют путем 

удовлетворения условий равновесия всей конструкции, отрезанной 
от опор, под действием внешних сил и опорных реакций, взятых из 
эпюр Q и N . 
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2.2.  Плоские фермы 
 
Геометрически неизменяемая система, составленная из стержней, соеди-

ненных шарнирами, называется фермой. Если оси всех стержней, включая и 
опорные, а также силы, действующие на ферму, лежат в этой плоскости, то та-
кая ферма называется плоской. 

В фермах внешняя нагрузка передается только в узлы и вызывает в стерж-
нях только осевые усилия или продольные силы. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Совокупность элементов, окаймляющих ферму сверху и снизу, называются 

соответственно верхним и нижним поясом. Все остальные элементы, соеди-
няющие пояса, образуют решётку фермы. Вертикальные стержни решётки на-
зываются стойками, наклонные – раскосами, а расстояние между соседними уз-
лами одного пояса фермы называют панелью (Рис.9). 

Фермы разделяют на отдельные типы: 

Рис.9 

1) По  напр авл ению  опорных  р е а кций , возникающих от вер-
тикальных нагрузок, фермы делятся на безраспорные, или балочные 
и распорные, или арочные. 

2) По  оч ер т анию  вн ешне го  кон тур а  – треугольного очерта-
ния, трапециодального очертания, с параллельными поясами. 

3 )  По  типу  р ешётки  – с треугольной решёткой, состоящей только 
из раскосов, с раскосной  решёткой, состоящей попеременно из сто-
ек и раскосов, нисходящих или восходящих к середине фермы, 
двухрешётные, шпренгельные, состоящие из основной фермы (рас-
косной или треугольной) и дополнительных ферм – шпренгелей. 

4 )  По  на зн ач ению  – стропильные, крановые, мостовые. 
 
Фермы имеют преимущество перед балками. При работе балки на изгиб, 

на совместное действие изгиба с продольными силами нормальные напряжения 
распределяются по сечению балки неравномерно. Значительная часть материа-
ла изгибаемой балки используется не полностью. Если стержень работает толь-
ко на продольные силы, материал используется полнее, масса конструкции при 
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этом может быть значительно уменьшена. В стержнях ферм возникают только 
продольные усилия. 

При одинаковой с балкой массе ферма всегда выдерживает бóльшие на-
грузки, чем балки сплошного поперечного сечения, выполненного из того же 
материала. Особенно заметно преимущество фермы перед балкой при больших 
пролетах и больших нагрузках, балки сплошного сечения при таких условиях 
практически неприменимы. 

В действительности элементы металлических ферм соединяются между 
собой не шарнирами, а жестко, сварными швами или заклепками. Расчеты по-
казали, что деформации, усилия и напряжения в стержнях расчетной схемы 
фермы с шарнирами не сильно (в пределах нескольких процентов) отличаются 
от значения этих величин при жестких узлах. 

 

2.3.  Способы определения усилий в стержнях фермы 
 
Вначале определяются опорные реакции в ферме, используя уравнения 

статики, т.к. в статически определимых балочных фермах всегда присутствуют 
три опорные связи, а в распорных – четыре, опорные реакции находят как в 
трехшарнирных рамах. 

Внутренние усилия в стержнях фермы определяют методом сечений. В за-
висимости от вида проведенного сечения различают три основных способа ана-
литического расчета: способ моментной точки, способ проекций и способ выре-
зания узлов. 

 
1) Способ  момен тной  т о чки  состоит в следующем: 

 
Мысленно разрезают ферму на две части так, чтобы в сечение попало не 

больше трех стержней с неизвестным усилием. Направление усилий задаем от 
узла (растяжение), другую часть фермы мысленно отбрасывают. В оставшейся 
части фермы составляют уравнение моментов относительно моментной точки 
(точка Риттера). Моментной точкой называется точка, в которой пересекаются 
направления всех стержней, попавших в сечение, кроме искомого. 
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Для определения усилия S1 фермы, показанной на Рис.10, проведем сече-

ние I-I, отбросим правую часть, как содержащее большее количество сил, а ее 
действие на оставшуюся левую часть заменяем неизвестными силами S1, S2 и 
S3, направленными от узлов. Моментная точка O1 находится на пересечении 
стержней с усилиями S2 и S3. Составим уравнение моментов всех сил левой час-
ти относительно точки O1: 

1
1111

)2(;02
1 r

dRPSrSdPdRM A
A

лев
O

−
==+−⋅=∑  

 
Аналогично находятся усилия  с моментной точкой  и  с момент-

ной точкой : 
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Рис.10 

2) Способ  проекций  применяется при расчете ферм с параллель-
ными поясами. 

В этом случае моментная точка для раскосов и стоек находится в беско-
нечности, поэтому можно проектировать все силы отсеченной части на ось, 
перпендикулярную поясам фермы. 

Определим усилие , проведя сечение II-II, и запишем уравнение равно-
весия правой части: 

4S
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1;0cos 544454 BB
пр RPPSSPPRY −+==+−−=∑ β

β  

3) Способ  выр е з ания  у з ло в  является частным случаем способа 
проекций – производятся такие разрезы, отсекающие от фермы по 
одному узлу.  

Начинают вырезать узлы, в которых не более двух неизвестных усилий, 
которые определяются из двух условий равновесия (∑ ∑ == ;0 YX 0 ), или на 
оси, перпендикулярные к стержням с искомыми усилиями. Последовательно 
вырезая узлы, можно определить усилия во всех стержнях фермы. 

 
Способ вырезания узлов позволяет вывести ча с тные  с луч аи  р авно -

в е си я : 
1. Ненагруженный двухстержневой узел – усилия в обоих стержнях 

равны нулю 021 == SS  (Рис.11а). 
2. Если в узле сходятся три стержня, два из которых направлены оди-

наково и нет нагрузки, то в отдельно направленном стержне усилие 
равно нулю 03 =S  (нулевой стержень), а усилия в двух других 
стержнях равны 21 SS =  (Рис.11б). 

3. В трехстержневом узле, оси двух стержней лежат на одной прямой, а 
вдоль одиночного стержня действует сила P , то усилие в одиночном 
стержне равно силе, а усилия в двух других стержнях равны 
(Рис.11в). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Найдем усилие  для фермы, изображенной на Рис.10. Вырежем узел, 

принадлежащей опоре А (Рис.12а). 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.11 

Рис.12 
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Узел А:  
.cotcos;0cos;0

.sin/;0sin;0

5665

55
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Используя третий частный случай равновесия узлов, находим 17 PS =  

(Рис.12б), аналогично находятся и усилия над силами   и . Далее можно 
найти последовательно все остальные усилия, вырезая узлы, где неизвестных 
усилий не более двух. 

3P 5P

Следует отметить, что для более сложных ферм применяются и другие 
способы расчета ферм: способ замкнутого сечения, способ совместных сечений, 
способ замены стержней. 

Кроме того, существует графический способ определения усилий в ферме 
с помощью диаграммы Кремоны-Максвелла, но с развитием численных мето-
дов и вычислительных комплексов нет особой нужды в применении таких изо-
щренных методов, надежнее составить адекватную расчетную схему конструк-
ции, применить какой-либо вычислительный комплекс, а лучше несколько, и 
уметь проверить полученный результат. 

 

2.4. ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОКОНТРОЛЯ 
 

1. Какие уравнения используются для определения значений опорных реакций?  
2. Чему равна горизонтальная опорная реакция горизонтальной балки при 

вертикальной нагрузке?        
3. Каков порядок расчета многопролетной шарнирно - консольной балки? 
4. Какие сооружения называются распорными? Привести примеры. Что та-

кое трехшарнирная рама (арка)? Как определяются опорные реакции и 
усилия в затяжках? 

5. Как проверить правильность нахождения опорных реакций? 
6.  Что представляют собой эпюры изгибающих моментов, поперечных и  

продольных сил и каждая ордината этих эпюр? 
7. По каким законам изменяются изгибающий момент и поперечная сила по 

длине оси стержня при отсутствии распределенной нагрузки?  
8. Чему равна поперечная сила в сечении стержня, в котором изгибающий мо- 
     мент достигает экстремального значения? 
9. В какую сторону обращена выпуклость эпюры М при действии распределен 

ной нагрузки? Привести примеры. 
10. Как определить экстремальное значение изгибающего момента? 

  Что такое ферма? Какие усилия появляются в стержнях ферм и почему? 

11.  Как определяются реакции в балочной ферме? 
12.  Что называется моментной точкой? Привести примеры. 
13.  Какие элементы различают в фермах? Привести примеры. 
14.  Когда и как применяется способ вырезания узлов? В чем достоинства и  
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     недостатки его? Привести примеры. 
15. Какие стержни называются нулевыми? Приведите частные случаи рав- 
      новесия узлов. 
16. Когда рационально находить усилия способом проекций? В чем его сущ 
     ность? 

 
 

3. Трехшарнирные арки 
 

Трехшарнирной аркой называется трехшарнирная система из двух криво-
линейных брусьев (Рис.13). Трехшарнирные арки относятся к распорным сис-
темам, в которых вертикальные нагрузки вызывают горизонтальные опорные 
реакции, называемые распором. 

Расстояние между опорами по горизонтали называется пролетом l , высота 
среднего шарнира над линией опор называется стрелой подъема f . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.13 

3.1.  Определение опорных реакций 
 
Если опоры арки находятся на одном уровне, нагрузки только вертикаль-

ные, вертикальные реакции  и   находятся точно  так же, как и в простой 
балке такого же пролета и с такой же нагрузкой из уравнения равновесия 

 , которые дают  ,  (Рис.13 а,б). 

AV BV

0, =∑ BM0=∑ AM o
BVB

o
AA VV == ,V
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Для определения распора HHH BA ==  (из уравнения проекций всех сил 
на горизонталь) составим уравнение моментов относительно среднего шарнира 
С: 

[ ]
[ ] .0)()(;0

;0)(;0

1331222

111

∑
∑

=⋅+−+−+−=

=⋅−−−=

fHlaPlaPlVM

fHalPlVM

B
пр
C

A
лев
C   (3.1) 

 
Заметим, что выражения в скобках – это значение изгибающего момента в 

сечении  простой балки, нагруженной заданной нагрузкой (Рис.13б). Обозна-
чим этот момент . Тогда из  (3.1) следует формула для определения распо-
ра: 

o
CM

         (3.2) 
  
 
Далее мы покажем, что наличие распора существенно уменьшает изги-

бающие моменты и поперечные силы в трехшарнирной арке, что позволяет пе-
рекрывать арочными конструкциями существенно большие пролеты, чем бал-
кой. 

 
 
 
Если опоры арки располагаются 

на разных уровнях (Рис.14), то 
опорные реакции находятся из сис-
тем 2-х уравнений 
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Проверка найденных реакций выполняется  из условий  ∑ ∑ == ,0 YX .0  
 
 
 

.
f

MH
o
C=

Рис.14 

3.2.  Определение усилий в сечениях арки 
 
Рассмотри равновесие левой части арки от сечения с координатами x , . y
      [ ] .)( 11 yHaxPxVM Ax ⋅−−−⋅=  
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Выражение в квадратных скобках – это момент  в простой балке в сечении 
x (Рис.13б), следовательно, 

 
  .   (3.3) yHMM o

Xx ⋅−=
 
Проектируя все силы отсеченной части на 

направления  и  , найдем XQ XN
 

ϕϕ
ϕϕ

cossin)(
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1

1
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−−=

 

Здесь  - балочная поперечная 
сила. Окончательно получим формулы для оп-
ределения внутренних усилий в произвольном 
сечении арки 

o
XA QPV =− 1
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    (3.4) 
Рис.15 

 

3.3.  Арка с затяжкой 
 
Структура формул (3.4) показывает, что наличие распора снижает величи-

ну моментов и поперечных сил в трехшарнирной арке по сравнению с балкой. 
Поэтому арочные конструкции более экономичны по сравнению с балочными и 
позволяют перекрывать большие пролеты, чем балкой. Но для восприятия рас-
пора требуется устройство более мощных опор, способных воспринимать опро-
кидывающие силы H . Для исключения этих сил, передающихся на фундамент, 
в уровне опор или выше помещают растянутый элемент, называемый затяжкой 
(Рис.16). 

 Если на арку действует только вертикальная нагрузка, то 0=H  , а усилие 
в затяжке  определяется как 

. 
ЗH
tf − )/(MH o

CЗ =
Для сечений выше затяжки 

усилия, очевидно, определяется по 
формулам (3.4) с заменой H н

на
а 

З , H y  :)( ty −  
 

     
     Рис.16 
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   ;sinϕϕ ЗH−       (3.5) 
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В сечениях арки, расположенных ниже затяжки, ее влияние отсутствует, 

поэтому надо в формулах (3.5) положить 0=ЗH , 

.sin

;cos

;

ϕ

ϕ
o
XX

o
XX

o
XX

QN

QQ

MM

−=

=

=

     (3.6) 

 
В точке крепления затяжки, действие которой можно представить как 

внешнюю силу по отношению к арке, в эпюре моментов должен быть перелом, 
а в эпюрах Q   и  N  – скачки. 

 

3.4.  Рациональная ось трехшарнирной арки 
 
Убедимся на конкретном примере, что в соответствии с формулами (3.4) 

моменты в арке уменьшаются существенно. 
 

HyMM o
XX −=  

Построим две эпюры – балоч-
ную эпюру  и yo

XM

 

 H ⋅ , с ордина-
тами посредине, равными , т.к. 

. Суммарная арочная эпюра 
 имеет меньшие ординаты по 

сравнению с балочной. 

 M o
C

0=C
XM
XM

Но если удалось существенно 
уменьшить ординаты балочной 
эпюры, а нельзя ли все их свести к 
нулю? Это легко сделать, формаль-
но приравняв значен X  к нулия ю:  M

 
0=−= HyMM o

XX  
 
 
 
 

Рис.17 
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Отсюда следует выражение для рациональной оси арки: 
      ,     (3.7) HMy o

X /=
 
т.е. при заданных пролете l   и стреле подъема f  находим сначала число 

H  (распор), тогда форма оси )(xy  будет повторять очертание балочной эпюры. 
Надо заметить, что ось арки должна быть повернута вверх, т.к. при  вертикаль-
ной нагрузке, направленной вниз, эпюра строится со стороны растянутых ниж-
них волокон, а арка выпуклостью направлена вверх. 

Пример 1. При заданных пролете l   и стреле подъема f  найти рациональ-
ную ось арки при действии равномерно распределенной нагрузки (Рис.18,а): 
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- это уравнение квадратной па-
раболы. 

Балочная эпюра построена на 
рис.18,б, полученная ось арки – на 
рис. 18,в. 
Пример 2. Найти рациональную ось 

               арки для нагрузки, показанной на  
Рис.19,а при заданном пролете l и 
стреле подъема 16/3lf =

o
XM

. Построим 
сначала эпюру  (рис.19,а). Най-

дем 
3

4
3
16

4
P

l
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Рис.18 
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X=  имеет форм o

X  с 

ординатами  средней части балки 
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Рис.19 
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В данном примере арка выродилась в трехшарнирную распорную раму, но 
мы теперь можем утверждать, что во всех сечениях рамы 0=M , следователь-
но, и 0 , стержни рамы испытывают только осевые усилия =Q N .  

При расчете арки вручную обычно делят проекцию арки на 10-20 равных 
отрезков и находят усилия в полученных точках арки в табличной форме по 
формулам (3.4). 

Координаты оси арки )(xfy = , угол наклона касательной к оси арки ϕ , а 
также ϕsin   и ϕcos  можно определить по следующим формулам, если начало 
координат расположить в опоре А, ось x  направить вправо, ось  - вверх, y

 
a) Ось – квадратная парабола 
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ϕϕϕ
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b) Ось – окружность радиуса R . 
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Расчет арки начинается с построения эпюр  и  для простой балки 

под действием заданной нагрузки. Затем составляется таблица, куда в качестве 
столбцов введем координаты точек 

o
XM o

XQ

x , вычисленные ординаты , затем y
ϕϕϕϕ cos,sin,,tan , которые вычисляются по формулам (3.7) и (3.8) или на 

калькуляторе. Вводятся из построенных эпюр значения  и  и, наконец, 
вычисленные значения ,  и . В таблице будут 10-20 строк, соответ-
ствующих сечениям арки. 

o
XM o

XQ
XM XQ XN

Все вычисления довольно просты, их можно автоматизировать, используя 
редактор Microsoft Office Excel, там организовать таблицу вычислений усилий, 
а после получить соответствующие эпюры в виде графиков полученных ре-
зультатов. При машинном вычислении для получения плавных кривых реко-
мендуется взять большее количество точек на арке, (от 40 до 100), т.к. в соот-
ветствии со структурой формул (3), все эпюры ,  и  криволинейны, 
даже если внешняя нагрузка только сосредоточенная. В случае расчета трех-
шарнирной арки с затяжкой при заданной высоте затяжки 

XM XQ XN

t   необходимо опре-
делить координаты  и  точки крепления затяжки. Если арка параболиче-
ская, то записывается уравнение  

1x 2x

22 /)(4 lxlxft −= , 
решение которого дает  и . Тогда таблица вычислений дополняется двумя 
строчками с координатами  и . 

1x 2x
1x 2x
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3.5. ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОКОНТРОЛЯ 
1. Как определить опорные реакции арки? 
2. Что такое распор Н и как он определяется? 
3. Как определить опорные реакции арки при разных уровнях опор? 
4. Особенности расчета арки с затяжкой. 
5. Что такое рациональная ось арки и как ее получить. 
6. Как ведут себя эпюры M,Q и N  в точке крепления затяжки? 
7. Возможны растягивающие усилия в арке? 
 

4. Линии влияния 
 

Зад ачи ,  приводящие  к  поня тию  линии  влияния . 
 При расчете инженерных сооружений (мостов, кранов, подкрановых ба-

лок, эстакад и т.д.) приходится иметь дело с подвижной нагрузкой – поезд, 
трамвай, автомобили, крановые тележки. Часто при этом возникает задача на-
хождения такого положения груза, при котором искомая величина достигает 
наибольшего значения. Эта задача решается с помощью линии влияния. 

 
Опред ел ени е  линии  влияния .Смысл  е е  ордина т .  

 Линией влияния какой-либо величины (опорной реакции, изгибающего мо-
мента, поперечной силы и т.д.) называется график, показывающий значение 
этой величины в зависимости от положения груза постоянного направления и 

равного единице. 
Задача.  1) Найти  и постро-

ить ее график (рис.20). 
)(xfRB =

   2) Найти положение груза, 
при котором  достигает наибольшего значе-
ния. 

BR

Уравнение равновесия 0=∑ AM  дает 
lxRB /= . Это уравнение прямой линии: 

Наибольшее значение  принимает при 
положении груза на конце правой консоли. 
Ордината линии влияния выражает искомую 
величину (в данном случае ) при положении 
единичного груза на балке под этой ординатой 
линии влияния. 

BR

BRРис.20 

 

4.1.  Определение усилий по линиям влияния  
 

От системы сосредоточенных неподвижных сил 
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По линиям влияния можно также найти и усилие от неподвижной нагруз-

ки. 
 
На основании принципа независимости дей-

ствия сил (рис.21): 

i .   (4.1)                    
ki

i
i yPyPyPyPS ∑

=

=
=++=

1
332211

 
 

От неподвижной распределенной нагрузки Рис.21 
 
 

Заменим распределенную нагрузку силами 
qdxp =  (рис.22) , используем формулу (4.1) и 

перейдем к пределу: 
 

 .                                    (4.2) ∫=
b

a
yqdxS

Если q  - const , то   

∫ Ω==
b

a
qydxqS  ,     (4.2а)                

Рис.22 
 где Ω   - площадь линии влияния S на за-

груженном участке. 
                                                                                       

От сосредоточенного момента 
 
Заменим момент  парой сил m dxmP /=  и 

по формуле (4.1) находим 
 

x
ymyPyyPPyS

Δ
Δ

=Δ=Δ++−= )(  . 

Переходя к пределу, получим:  

           
dx
dymS =   ,           (4.3)    

Рис.23 
Рис.23 

а от нескольких сосредоточенных моментов                           
 

      ∑=
dx
dymS         (4.3а) 
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4.2. О замене заданной на прямолинейном участке линии влияния на-
грузки ее равнодействующей.  

 
В соответствии с рис.24 по формуле (4.1) 

находим 

,tantan
tantantan

00

332211

332211

RyRxxP
xPxPxP

yPyPyPS

ii ββ
βββ

=

=++
=++=

∑
  

 т.е. на прямолинейном участке линии 
влияния можно заданную систему сил заме-
нить равнодействующей. 

 
 Рис.24 

4.3. Определение положения системы связанных грузов, при котором 
они вызывают наибольшее усилие 

 
Пусть ни один груз не находится над верши-

ной треугольной линии влияния (рис.25). Тогда 
 

∑∑ += пр
i

л
i

л
i PyPS          

Возьмем производную по  x : 

      

∑∑

∑∑

−

=+=

пр
i

л
i

пр
iпр

i

л
iл

i

PP
dx

dyP
dx

dyP
dx
dS

βα tantan
 (4.4) Рис.25 

 
Известно (из математики), что при переходе через максимум производная 

меняет знак, однако в правой части (4.4) оба члена постоянны, изменение знака 
может произойти, если один из грузов перейдет с одного участка на другой, 
пройдя над вершиной. Отсюда делаем вывод: наибольшее усилие может иметь 
место тогда, когда один из сосредоточенных грузов находится над вершиной 
линии влияния. Допустим, что мы нашли положение нагрузки, при котором 
достигается наибольшее усилие (рис.26). Обозначая равнодействующую левых 
и правых сил через  и  , мы на основании предыдущих рассуждений (т.к. 
производная должна менять знак) получим два неравенства: 

лR прR

 

.0tan)(tan

;0tantan)(

<+−

>−+

βα

βα

крпрл

пркрл

PRR

RPR
 

 Или учитывая, что 
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,tan,tan
b
c

a
c

== βα получим  

b
PR

a
R

b
R

a
PR крпрлпркрл +

<>
+

;   .  (4.5)                   Рис.26 

 
Практически, искомое положение нагрузки определяется путем несколь-

ких попыток по неравенствам (4.5), причем следует не упускать исчезновения и 
появления сходящих или входящих на сооружения нагрузок. 

В случае распределенной нагрузки 0≈= qdxPкр , поэтому неравенства (4.5) 
сведутся к одному неравенству  

      
b

R
a

R прл =   .          

 Технику построения линий влияния рассмотрим на практических заняти-
ях. 

4.4. ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОКОНТРОЛЯ 
 

1. Что называется линией влияния (л.в.)? 

2.  Что представляет собой ордината линии влияния? 

3.  Какой вид имеют линии влияния опорных реакций в шарнирно опертой 
балке? 

4.  Приведите (с ординатами) балочные линии влияния M и Q для какого-
нибудь сечения между опорами. 

5.  Назовите правила (последовательность), по которым строят линии влия-
ния усилий в многопролетных шарнирно - консольных балках (способ 
нулевых точек). 

6.  Что называют грузовым поясом фермы? 

7.  Какие два положения груза F =1 рассматривают при построении ли-
ний влияния способом вырезания узлов? 

8.  Какие два положения груза F =1 рассматривают при построении линий         
влияния способом моментной точки или способом вырезания узлов? 

9.  Отличаются ли линии влияния опорных реакций балочной фермы от     
линий влияния опорных реакций балки? 

10.  Если для искомого усилия в стержне фермы имеется моментная точка,      
то что можно сказать о поведении левой и правой ветвей линии влия-
ния? 
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11.   Как можно строить линии влияния усилий в балочных фермах без за-
писи и решения уравнений? 

 

5. Статически неопределимые системы 
 

5.1.  Основные понятия 
 
Опред ел ени е .  Статически неопределимой системой называется такая 

система, не все внутренние усилия ( NQM ,,  и т.д.)  которой могут быть най-
дены из условий равновесия. 

 
 
 
 
 
Свя зи  у словно  необходимые  и  б е з у с ло вно  необходимые . 

Связь называется безусловно (абсо ) необходимой, если при ее удалении 
система превращается в геометрически изменяемую или подвижную (горизон-
тальные стержни балки, вертикальные стержни арки) – Рис.27. 

лютноРис.27 

 
Общие свойства систем с лишними связями. 
 

1. Система с лишними связями статически неопределима. Усилия в 
безусловно (абсолютно) необходимых связях всегда статически оп-
ределимы. 

2. Для статически определимой системы существует лишь одно реше-
ние, удовлетворяющее всем условиям равновесия, но для статически 
неопределимых систем таких решений бесконечное множество. 
Единственность решения для статически неопределимых систем ус-
танавливается в результате изучения деформаций. 

3. В отличие от статически определимых систем, в системе с лишними 
связями смещение опор, температура, неточности изготовления и 
сборки вызывают усилия. На рис. 28,а заданная осадка правой опоры 
не вызывает изгиба в статически определимой балке, нарисованной 
слева. На статически неопределимой балке, показанной справа, воз-
никает изгиб и соответствующая эпюра CM т.к. свободному переме-
щению балки препятствует «лишняя» связь в левой опоре. На рис. 
28,б заданный нагрев не вызывает изгибающих моментов в статиче-
ски определимой балке, нарисованной слева, балка изгибается сво-
бодно. На статически неопределимой балке, показанной справа, воз-

 35



никает эпюра TM т.к. свободному, «желаемому» перемещению балки 
препятствует «лишняя» связь в левой опоре. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Существуют системы статически определимые относительно опор-
ных реакций. Осадка опор таких систем не вызывает усилий 
(Рис.29). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.28 

Рис.29 

4. Статически неопределимые системы могут иметь начальные усилия 
(усилия в отсутствии внешней нагрузки). 
Искусственное создание начальных усилий позволяет рационально 
изменить эксплуатационные усилия. 
 

5. Усилия в статически неопределимых системах зависят, вообще гово-
ря, от формы и размеров сечений и модулей упругости. 
 

6. Система с n лишними связями – живучи , т.к. при потере n условно 
необходимых связей они сохраняют геометрическую неизменяе-
мость. 
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5.2.  Основные теоремы об упругих линейно-деформируемых системах. 
 
Определение. Система называется линейно-деформируемой, если ее пере-

мещения и деформации являются однородными линейными функциями внеш-
них сил. 

 
 

nnPPP 11221111 δδδ +++=Δ L ,  (5.1) 
 
 
Где δ i k  - проекция перемещений точки 

приложения силы  Pi на ее направление от 
силы Pk =1. 

 
 
 

Рис.30 

Условия линейной деформируемости: 
 

1. Материал следует закону Гука. 
2. Перемещения весьма малы. 
3. Шарниры и прочие связи – идеальные (без трения). 

 
Два  с вой с т в а  линейно -д еформиру емых  си с т ем .  
А) Для них справедлив принцип независимости действия сил: результат 

действия нескольких сил равен сумме результатов действия каждой силы в от-
дельности.  

Б) В них не бывает остаточных деформаций. 
 

Теорема  Клапейрона  (1852. Clapeyron) 
 
При статическом действии силы на линейно-деформируемую систему ра-

бота этой силы равна половине произведения окончательного значения этой 
силы на окончательное значение перемещения. 

 
 

  Δ⋅= PV
2
1    (5.2) 

 
 Рис.31 
 
Процесс считается статическим, если силы инерции малы по сравнению с 

прочими силами; в этом случае в любое мгновение внешние силы почти урав-
новешиваются силами внутренними. 
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Доказательство: 

 
Вместе с ростом силы p растут и перемещения 

px 11δ= , откуда dpdx 11δ= , поэтому 

222 00

2
11

0 0
11

Δ
=====

ΔΔΔ Δ

∫ ∫
PxppdpppdxV δδ , 

что и требовалось доказать. 
Очевидно, линейная связь между силами и пе-

ремещениями можно выразить линейным графиком, 
показанном на рис.32. Работа силы P на перемеще-
нии Δ равна площади треугольника , или OAB

2/Δ= PV . Рис.32 

 
Принцип возможных перемещений Лагранжа.  

 
Для того чтобы упругая линейно-деформируемая система находилась в 

равновесии, необходимо и достаточно, чтобы работа всех внешних и внутрен-
них сил на любом возможном перемещении была равна нулю. Этот принцип 
является следствием закона сохранения энергии: 0=+WV , здесь - работа 
внутренних сил на любом возможном перемещении. 

W

 
Когда система совершает возможные перемещения, действительные внеш-

ние и внутренние силы остаются неизменными. Следовательно, Δ⋅= PV .  
 

Зависимость между работой внешних и внутренних сил. 
 

 
Составим выражение работ всех сил со-

стояния (2) на перемещениях состояния (1) 
(Рис.33). Согласно Лагранжу, 

 
  01212 =+WV ,  (5.3) 

Рис.33  
где  – работа внешних сил состояния (2) на перемещениях состояния 

(1), а    - то же внутренних сил. 
12V

12W
Из (5.3) следует 

1212 VW −= , 
Т.е. работа внутренних сил на любом возможном перемещении равна ра-

боте внешних сил с обратным знаком на том же перемещении. 
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Теорема Бетти о взаимности работ (1872. Betti) 
 

Работа внешних (или внутренних) сил состояния (1) на перемещениях со-
стояния (2) равна работе внешних (или внутренних) сил состояний (2) на пере-
мещениях состояния (1). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 Рис.34 
 
Доказательство: 
Загружая систему сначала силами (1), а затем силами (2) получим: 
 

122211 AAAA ++= .     (5.4) 
 

Меняя порядок загружения, получим 
 

211122 AAAA ++= .     (5.5) 
 
Т.к. окончательное состояние системы в обоих случаях одинаково, то оди-

накова и потенциальная энергия (энергия внутренних сил), следовательно и ра-
бота внешних сил одинакова. Приравнивая (5.4) и (5.5), получим: 

 
     2112 AA = , 
 
что и требовалось доказать. 
 

Теорема о взаимности перемещений (1864. Максвелл) 
 
Проекция перемещения точки приложения первой силы на ее направление, 

вызванного второй единичной силой, равна проекции перемещения точки при-
ложения второй силы на ее направление, вызванного первой единичной силой. 

2112 δδ =  
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Доказательство: 
По теореме Бетти: 2112 11 δδ ⋅=⋅ , что и требовалось доказать. 
 
 

Теорема о взаимности реакций 
 

Реакция первой связи, вызванная единичным перемещением второй связи, 
равна реакции во второй связи, вызванная единичным перемещением первой 
связи.  

2112 rr =  
 

Доказательство: 
По теореме Бетти: 11 2112 ⋅=⋅ rr , что и требовалось доказать. Здесь слева – 

работа силы на линейном перемещении, справа – работа момента на угле пово-
рота. 

 
 
 
 

 
 
 Рис.36 
 

5.3. ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОКОНТРОЛЯ 
 
1. Что понимается под статическим приложением нагрузки? 
2. Как определяется действительная работа внешней сосредоточенной силы F 

и внешнего сосредоточенного момента m? 
3. Куда переходит действительная работа внешних сил в процессе деформиро-

вания линейно-упругой системы? 

4.  Как формулируется принцип возможных перемещений Лагранжа? 

5. Как выражается действительная работа внешних сил через внутренние уси-
лия? 

6. Приведите формулу для возможной работы внутренних сил. 
7. Какой упрощенный вид принимает выражение потенциальной энергии для 

систем, работающих, в основном, на изгиб (балки, рамы)? 
8. Как формулируется теорема Бетти о взаимности работ? Приведите доказа-

тельство этой теоремы. 
9. Как формулируется теорема Максвелла о взаимности единичных перемеще-

ний. Приведите ее доказательство. 
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6. Общая формула перемещений плоской стержневой системы 
 

6.1. Вывод общей формулы перемещений при силовом воздействии 
 

 
В состоянии «Р» рама находится под заданной нагрузкой (Рис.37). Требу-

ется найти проекцию перемещения точки D на направление II − .Приложим в 
точке D по направлению II − силу 1=IP . Это состояние обозначим индексом 
«I». Составим работу всех сил состояния «I» на перемещениях состояния «Р».  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Рис.37 
 

01 =+Δ⋅ ipip W ,     (6.1) 
 где - работа внутренних сил. ipW

 

Из (6.1) получим:    
     ipip W−=Δ       (6.2) 
 
Составим работу внутренних сил состояния «I» на перемещениях состоя-

ния «Р». Вырежем из упругой рамы бесконечно малый элемент длиной . ds
 

а) Работа продольных сил (положительных при растяжении) 
 

 
 

EF
dsN p=Δ ,   (6.3)  

 где E  - модуль упругости, - 
площадь поперечного сечения.

F
 

     ds
EF

NN
NWd pi

iip −=Δ−=′    (6.4) Рис.38 
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б) Работа изгибающих моментов (положительных, если растянуто ниж-
нее волокно) 

 
 

EI
M

dsd p==
ρ

ϕ 1 . (6.5) 

здесь I  - момент инерции попе-
речного сечения. 
 

ds
EI
MM

dMWd pi
iip −=−=′′ ϕ (6.6)

    
  

 
 Рис.39 

 
в) Работа поперечных сил (положительных, если они вращают эле-
мент по часовой стрелке) 

Касательные напряжения  τ  (формула сопротивления материалов) 
 

Ib
SQi

i =τ , где bS , - статиче-

ский момент и ширина сече-

ния.

 

ds
DIb

SQ
=ds

G
ds pp==Δ

τ
γ , 

 
Рис.40  

 
 здесь использован закон Гука при сдвиге Gγτ = , где G  - модуль сдвига. 

ds
GF

QQ
dF

bI
FSds

GF
QQ

dFWd pi

F

pi

F
iip μτ −=−=Δ⋅−=′′′ ∫∫ 22

2
,  (6.7) 

Где dF
b
S

I
F

F
∫= 2

2

2μ . Для прямоугольного сечения 2,1=μ , для кругового се-

чения ,27/32=μ  для двутаврового сечения стFF /=μ . 
 
Просуммировав полученные выше элементарные работы в пределах каж-

дого стержня, а затем по всем стержням, получим работу всех внутренних сил: 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++−= ∑∫ ∑∫ ∑ ds

GF
QQ

ds
EF

NN
ds

EI
MM

W pippi
ip

i μ    (6.8) 

 42



Используя (6.8) и (6.2), получим общую формулу перемещений: 

=Δip ∑∫ ∑∫ ∑++ ds
GF

QQ
ds

EF
NN

ds
EI
MM pippi i μ     (6.9) 

 

6.2.  Упрощения общей формулы 
 
Для балок, рам и пологих арок влияние нормальных и поперечных сил не-

значительно, поэтому учитывают только первый член общей формулы (6.9): 
 

=Δip ds
EI
MM pi∑∫ .    (6.10) 

 
Для ферм, очевидно, остаётся только второй член формулы (6.9): 
 

=Δip ∑∫ ds
EF

NN pi .    (6.11) 

 
 Для комбинированных систем – первый и второй члены: 
 

=Δip ∑∫ ∑∫+ ds
EF

NN
ds

EI
MM ppi i .   (6.12) 

 

6.3.  Правило «перемножения» эпюр Верещагина (1925) 
 

В формулах (6.9) – (6.12) для 
определения перемещений необхо-
димо интегрировать произведение 
двух функций – эпюр. Эти интегра-
лы, называемые интегралами Мора, 
можно вычислить аналитически, но 
проще воспользоваться правилом 
Верещагина, при условии, что хотя 
бы одна из умножаемых эпюр ли-
нейн

п

нтром тяже-
сти криволинейной эпюры.  

а.  
Искомый интеграл Мора равен 

произведению площади криволиней-
ной (или рямолинейной) эпюры на 
ординату прямолинейной эпюры, 
расположенную под це

 43Рис.41 



 
 
Доказательство. 

ычислим интеграл Мора для эпюр, показанных на рис.41: 
 

(6.13) 

ы ади
авн юры

на  её центра тяжести рис.34). Тогда можно записать 
 

  (6.14)  

оложенную под ее центром тяжести ординату 
другой прямолинейной эпюры. 

  
В

xdxMdxxMdxMM
b

a
p

b

a
p

b

ip ∫∫∫ == ββ tantan .  
a
 

Интеграл в правой части в ражения (5.13) – статический момент площ  
эпюры pM  относительно оси y , р ый произведению площади Ω  эп  pM  

координату  ..тцx (

....tan тцтцi

b

a
p уxdxMM Ω=Ω=∫ β

 
Искомый интеграл равен произведению площади криволинейной (или 

прямолинейной) эпюры на расп

 
Пример. Вычислить угол поворота на опоре B балки от равномерно рас-

пред

сляем перемещение сначала аналитически, затем по правилу Вере-

ешение1.

еленной нагрузки (рис.42). 
Прикладываем на опоре B единичный момент m=1, строим эпюры Mp и M1, 

далее вычи
щагина.     

 
Р  
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Рис.42 

EI
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1
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Выбор единичного воздействия 

 
Для нахождения перемещения в случае силового воздействия в соответст-

вии с формулой (6.9) надо перемножить эпюры от силового воздействия на 
эпюры от обобщенной силы 1=iP , приложенной в i-й точке по направлению 
искомого перемещения. В дальнейшем i-е состоян ы ие систем назовем единич-
ным, а соответствующие эпюры будем обозначать iii NQM ,, . 

В зависимости от вида искомого перемещения в единичном состоянии 
прин

ого перемещения точки – силу
имают: 
1) при определении линейн  1=P по направ-

лени
ии угла поворота сечения – сосредоточенный момент 

нии в  противоположно 
напр

ю искомого перемещения; 
2) при определен

1=m  в этом сечении; 
3) при определе заимного смещения двух точек – две
авленные силы 1=P  по линии, соединяющие эти точки; 
4) при определении взаимного угла поворота д ечений – два противо-

положно н
вух с

аправленных сосредоточенных момента 1=m , приложенных к этим 
сечениям. 

 

6.4.  Перемещения от теплового воздействия 

х

рев как сум-
ричного 2

 
Составим работу внутренних сил состояния i на перемещения , вызванных 

нагревом (рис.43). Произвольная температура по высоте сечения h  распределя-
ется по линейному закону, поэтому представим произвольный н
му симметричного и кососиммет нагрева (рис.44). Здесь ( 21 tttср

аг
/)+=  

- средняя температура сечения, 21 ttt −=Δ  - перепад температур 

утренних сил состояния “i” на перемеще-
ниях вызванных нагревом (рис.45). 

в сечении.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Рис.44 
 Рис.43 
 
Составим выражение работы вн
, 
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 Рис.45 
 
 
Для симметричного нагрева . 

Для кососимметричного нагрева

 dstNdW срi
N α−=ia

 ds
h

tMdMdW ii
M

ia
Δ

−=−=
αϕ  (6.15) 

Здесь из (рис.45) находим 
h
t

h

dst
d

2
2

22
2

Δ=

Δ

= α
α

ϕ . 

дого , а затем по всем стержням, получим работу всех внутренних сил: 
 

 
Просуммировав полученные выше элементарные работы в пределах каж-
 стержня

∑∫ ∑∫−
Δ

−= dstNds
h

tMW срi
i

it α
α , 

Подставляя полученное выражение в формулу
 

 (6.2), получим 

∑∫ ∑∫−
Δ

= dstNds
h

tM
срi

i
it α

α
Δ     (6.15) 

мпература постоянна по 
длине, то выражение (6.15) можно представить в виде 

 

 
Если в пределах стержня постоянного сечения те

∑∫ ∑ Ω+Ω
Δ

=
ii NсрMt t

h
t αα

Δ1 .   (6.16) 

 
о, если от нагрева и силыПроизведение tM iΔ положительн  1=P элемент 

искр  и ту

я или от воздействий элемент укорачивается ( и одного 
знак ). 

ивляется в одну  же сторону. 
Произведение  срitN положительно, если от обоих воздействий элемент уд-

линяетс обоих iN  срt  
а
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6.5.   Перемещения от осадок опор 

 

 
  

сил 

   
      

   

    (6.16а) 

 
осад них усилий, ни опорных реакций. Обозна-
чены ,  реакци

 
 

Составим работу всех сил со-
стояния ”i” на перемещениях со-
стояния “c” (рис.46) и приравняем 

ее на основании теоремы Бетти работе 
состояния ”c” на перемещениях 
состояния “i”.  

   

.)( iiyic cRRdR ∑−=−−=Δ ϕϕ

Здесь в правой части (6.16а) нуль, т.к. в статически определимой системе

;01
;0

yic

ic

RdR
A

=−+Δ⋅
=

ϕϕ

ки опор не вызывают ни внутрен
 c - заданные осадки опор  R  -i i и по направлению этих осадок.  

Рис.46 

Итак, окончательно записываем 
cR iiic ∑−=Δ .     (6.17) 

Произведение iicR  положительно, если осадки и реакции направлены в од-
ну сторону.    

В заключение запишем  формулу общую  перемещений при произвольном 
воздействии (силовом, температурном и осадке опор): 

=Δip ∑∫ I ∑∫ ∑ +++ ds
GF

QQ
ds

EF
NN

ds
E
MM pippi i μ    (6.18) 

  +∑∫ ∑ ∑∫ −+
Δ

iiсрi
i cRdstNds
h

tM αα  

 

6.6. ВОПРОСЫ ДЛЯ САМРОКОНТРОЛЯ 
 

1. Можно ли перемножить по правилу Верещагина две полигональные эпю-
ры, не разбивая их на простейшие?  

2. Как производится перемножение эпюр по формуле Симпсона? Как опре-
деляются знаки при перемножении? 

3. Как записывается формула Максвелла−Мора при вычислении перемеще-
ний в балках и рамах от силового воздействия? 
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4. Как записывается формула Максвелла−Мора при вычислении перемеще-
ний в фермах от силового воздействия? 

5. Как записывается формула Максвелла−Мора при вычислении перемеще-
ний в комбинированных системах от силового воздействия? 

к определяются знаки? 
. Появляются ли внутренние усилия в статически определимой системе 

 воздействии и при осадке опор? 

ации.  По-
сле  стержней на одинаковый угол

6. Какова последовательность действий при вычислении линейных и угло-
вых перемещений от силовой нагрузки? 

7. Какой вид принимает формула Максвелла−Мора при вычислении пере-
мещений  от кинематического воздействия и ка

8
при тепловом

 

7. Метод сил 
Вначале рассмотрим расчет рамных и балоч-

ных статически неопределимых систем.  
Рамой называется стержневая система, у кото-

рой все или некоторые узловые соединения явля-
ются жесткими. Если углы между стержнями, схо-
дящимися в данном узле, не изменяются после де-
формации, то такой узел является жестким. На 
рис.47 показана рама до и после деформ

поворота  β  пря-
мой     угол в жестком узле сохраняется. 

 
 
 

7.1.  Канонические уравнения метода сил (1864. Maxwe

 не-
опре те

 на 

 X

Рис.47 

 

ll) 
 
Требуется рассчитать 

заданную статически
делимую сис му, по-

казанную рис.48. 
Отбрасывая лишние 

(условно необходимые) 
связи и заменяем их неиз-
вестными силами 1  и  X2 , 
образуем основную систе-
му. Основная система 
должна быть геометриче-
ски неизменяемой и опре-

 48
Рис.48 



делимой. Вводя основную систему, мы вместо расчета статически статически 
неопределимой системы на заданную нагрузку P, можем рассчитать основную 
(статически определимую) систему на заданную нагрузку P и неизвестные силы 
X1  и  X2. Неизвестные Xi - «хранители тайн рамы» - следует разыскивать в пер-
вую ние усилия 
рамы

а

 нулю, то 
и проекции этого перемещения на вертикаль и горизонталь, вызванные задан-
ной нагрузкой и искомыми неизвестными X1  и  X  также равны нулю. 

  

очередь, т.к. если известны Xi , то нетрудно найти все внутрен
. 
Р ссмотрим деформацию рамы в каждом состоянии на рис.49. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Поскольку полное перемещение точки A заданной системы равно

2

Рис.49 

.0
1212111

=Δ++

;0

2222121

=Δ++

p

XX p

XX δδ

δδ
    (7.1) 

Для рамы с n неизвестными канонические уравнения имеют вид 
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.0

;0

=Δ++++

;022222121

11212111

=Δ++++

2211

=Δ++++

XXX

XXX

δδδ npnnnnn

pnn

pnn

XXX δδδ

δδδ

L

LLL

L

LLLLLLLLLLLLL

L
   (7.2) 

 
юбое из Л
е

этих уравнений выражает мысль о том, что суммарное переме-
щени  по направлению любой отброшенной связи, вызванное заданной нагруз-
кой и искомыми неизвестными, равно нулю. 

 
оэффициенты и свободные члены канонических уравнений вычисляются 

по ф
К
ормулам: 
 

.;; ds
MM2

EI
ds

EI
Mds

EI
MM pi

ip
i

ii
ki

kiik ∫∑ ∫∑∫ =Δ=== δδδ   (7.3) 

 
Примечание: 

1. δ ii   всегда положительны. 
2.  δ ik = δ ki , т.е. матрица канонических уравнений симметрична. 

астке E

 вы

строить единичные и грузовую 
э эп можно вы-

полнить с помощью правила Вереща
вычисления возможны ошибки. Для
ности  канонических урав-
нени

Построим эпюру  M
 

3. Если на уч
 

7.2.  Проверка
 

J = ∞  , то интеграл по нему равен нулю. 

численных по формулам (6.3) перемещений. 

 
Для  вычисления перемещений по формулам (7.3) 

сначала требуется по iM
юр pM пюры. Процедуру перемножения 

гина, но в процессе 
 проверки правиль-

 вычисления коэффициентов
й поступим так. 

S по формуле: 

nis MMMMM +++== ∑ L21   (7.4) 
 
Составим произведение 

Рис.50 

∑∫ ∑∫
+++

== ds
EI

MMMM
EI
MM ns

s
)( 2111

1
Lδ  , но интеграл суммы равен 

сумме интегралов 

ns ds
EI

MM
ds

EI
M

11211
21

2
1

1 δδδδ +++=++= ∑∫∑∫ LL ;   (7.5) 
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LLLLLLLLLLLLLLLLLL

L n
s

s d
EI

MM
22221

2
2 δδδδ +++= ∑∫  s =

Эта проверка называется пос трочной . 
эпюры на эпюру равно сумме единичных ко
гичн

Произведение i-й единичной 
эффициентов i-й строки. Анало- sM

о можно проверить правильность вычисления свободных членов  

∑∫
=

Δ=Δ++Δ+Δ=
i

ipnppps
EI 1

21 L ,     (7.6) ∑
nps d

MM

т.е. произведение суммарной эпюры на грузовую равно сумме грузовых 
коэффициентов 

Аналогично можно вывести универсальное контрольное равенство: 
 

)(2
2
s ds ,11122211 nnnnnss EI

M
++++++== ∑∫ δδδδδδ LL −++ δL . (7.7) 

Результат у на себя дол-
жен быть равен

После того, как из системы канонических уравнени
вестные  X1, X2  … Xn , окончательная эпюра изгибающих моментов строится по 
форм

 перемножения суммарной единичной эпюры сам
 сумме всех единичных коэффициентов. 

 

7.3. . Построение окончательной эпюры М 
 

й (7.2) найдены неиз-

уле: 
ppii MXMXMMXMM +++=+= ∑ L2211    (7.7) 

 
Порядок построе мния проследим на наше  примере в предположении, что  

.hl =  После вычисления коэффициентов канонической системы уравнений 

и ее решения нашли PXPX
22
5,

22
12

21 =−= . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.51 
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Если неизвестное получается со знаком « - », то соответствующая единич-
ная эпюра перерисовывается на противоположном первоначальному волокне. 

ределимой системы 

 систему рас-
смат

чно такие же, как и в заданной статически неопределимой сис-
теме Вот к этой системе и надо прикладывать единичную силу. 

Следовательно, единичное воздействие можно (и нужно!) прикладывать к 
любой ыванием 
лишних связей. 

 
a) Статическая проверка – равновесие всех узлов рамы. 
б) Геометрическая (или кинематическая) проверка – вычисление переме-
щения, заведомо равного нулю. 

Т . для нашей рамы точка А неподвижна, то: 

 

 О вычислении перемещений статически неоп7.4.
 
При выводе формулы перемещений внешняя нагрузка и единичная сила 

прикладывались к заданной (одной и той же) системе. 
 
Построение эпюры М от единичной силы в статически неопределимой 

системе – дело весьма трудоемкое. Надо снова рассчитывать статически неоп-
ределимую систему методом сил. Этой операции (построение М от единичной 
силы) можно избежать, если любую статически неопределимую

ривать как статически определимую, нагруженную помимо нагрузки най-
денными неизвестными. В такой системе как окончательные эпюры, так и поле 
перемещений то

. 

 основной системе, полученной из заданной системы отбрас

 

7.5.  Проверка правильности окончательной эпюры М. 

.к
 

.0;0 21 == ∑∫∑∫ ds
EI

MMds
EI

MM      (7.8) 

 

 
 общем случае: т.к. смещение по направлению любой отброшенной связи 

заданной системы отсутствует, то интегрирование окончательной эпюры М с 
каждой из ть нуль. 

 

В формулах (7.8) находятся вертикальное и горизонтальное перемещения 
точки А, которые заведомо равны нулю, т.к. здесь присутствует шарнирно – не-
подвижная опора. 

В

 единичной эпюр (или сумой единичных эпюр) должно да
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7.6. Расчет балок и рам на нагрев и осадки опор 
 
Канонические уравнения метода сил при темпер

осадке опор отличаются от системы уравнений (6.2) лишь свободными члена-
ми: 

атурных воздействиях и 

.0

;0
;0

2211

22222121

112

=Δ++++

=Δ++++
12111 + XX =Δ+++

ntnnnnn

tnn

tnn

XXX

XXX
X

δδδ

δδδ
δδδ

L

LLLLLLLLLLLLLLLL

L

L

   (7.9) 

- при действии температуры и 

.0

;0

2211

22222121

11212111

=Δ++++

=Δ++++
;0=Δ++++ XXX

ncnnnnn

cnn

cnn

XXX

XXX

δδδ

δδδ
δδδ L

L

LLLLLLLLLLLLLLLL

L
   76.10) 

- при осадке опор. 
Свободные члены в системе (6.9) представ а-

правлению отброшенных связей в основной си -
ного , которые можно определить по формуле (5.16), если в преде-
лах я пос янн

 
ляют собой перемещения по н
стеме от заданного температур

 воздействия
стержн то ого сечения температура постоянна по длине: 
 

∑ ∑ Ω+Ω
Δ

=Δ
ii NсрMt h

tα tα1

 
Здесь 

iMΩ и 
iN

.   (7.11) 

Ω соответственно площади эпюр изгибающих моментов и 
продольн  основной системе от действия единичного лишнего неиз-
вестного

В системе уравнений (7.10) свободные члены представляют собой переме-
ия

лить  формуле (5.17): 

ых сил
1=i . 

в 
 X

щен  по направлению отброшенных связей в основной системе от заданных 
осадок опор, которые можно опреде по

 
iiic cR∑−=Δ ,    (7.12) 

 
где ic  - заданные осадки опор; iR - реакции опор по направлению этих осадок 
от действия лишнего неизвестного 1=iX . 

Мы уже отмечали, что в статически о
воздействие и осадка опор не вызывает в
усилий и в основной статически определимой системе. Следовательно, оконча-
тель

пределимых системах температурное 
нутренних усилий, поэтому не будет 

ная эпюра при этих воздействиях получается алгебраическим суммирова-
нием исправленных эпюр: 
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i

n

i
i XMM ∑

=
=

1
.     (7.13) 

 
инематическая проверка прК авильности построенных эпюр заключается в 

нахождении заведомо нулевых перемещений по направлению лишних связей. В 
общем случае перемещения в статически неопределимых
ются по и (6.17) с добавлением членов, учитывающих изгиб в 
стати ых системах от действия нагрева и осадок опор. 

  Для теплового воздействия 
 

 системах определя-
 формулам (6.16) 

чески неопределим

∑∫ ∑ ∑ =Ω+Ω∫
Δ

+=Δ 0i
i ttds

EI
MM

α
ii NсрMh

α .   (7.14) 

Для осадок опор   

∑∫ ∑ =−=Δ 0ii
i

i cRds
EI

MM .    (7.15) 

Из полученных выражений следует формальное правило выполнения ки-
нематических проверок: 

∑∫ Δ−= it
i ds

EI
MM - для теплового воздействия,   (7.16) 

∑∫ Δ−= ic
i ds

EI
MM - для осадок опор.    (7.17) 

 

7.7. Определение перемещений статически неопределимых систем 
 
ля определения перемещениД

я
й статически неопределимых систем от дей-

стви  нагрева или осадок опор надо в основной статически определимой систе-
ме метода сил приложить по направлению искомого
силу и  

 перемещения единичную 
и NM построить эпюры . Тогда в соответствии с формулами (7.14) и 

(7.15)
  ля теплового воздействия 
 

 получаем 
Д

∑∫ ∑∫ ∑ Ω+Ω
Δ

+= NсрMt ttdsMM αα
Δ

hEI
 .   (7.18) 

Для осадок опор   
 

∑∫ ∑−=Δ cRds
EI
MM

c .      (7.19) 

 
Здесь c - заданные осадки опор, R - реакции в единичном состоянии по на-

правлению этих осадок. 
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Пример 1. Построить эпюру моментов для рамы, показанной на рис.52 от 
нагрева правой стойки. Находим tttt 23 =−=Δ , ttttср 22/) =3(= + . 

 Система имеет одну лишнюю связь, поэтому система канонических урав-
нений вырождается в одно уравнение: 

0=1111 Δ+ tXδ  ;  
EI
lllllll

EI

3

11 3
4

3
2

2
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅⋅+

⋅
=δ   ; 

tlltl
l
t

t ααα 222
1,0
2 2

1 −=⋅⋅−
⋅

−=Δ ;  2
11

1
1 2

33
l
tEIX t α

δ
=

Δ
−= . 

Проверка: t
t tEIll

l
ll

l
tEIds

EI
MM

1
1 22)

2
33

3
2

22
33( Δ−==⋅+=∑∫ αα . 

 

 
 
 
Эпюра должна располагаться со стороны наименее нагретого волокна 

стержней. 
tM

 
 
 
 
Пример 2. Построить эпюру моментов для балки, показанной

осадки опор (поворот левой опоры на угол 
 на рис.53 от 

ϕ ). 
 Система имеет одну лишнюю язь, поэтому система канонических урав-

нений вырождается в одно уравнени
 

св
е: 

01111 =Δ+ cXδ ; 

Рис.52 

Рис.53 

 55



EI
l3

=δ ;  
311 ∑ −=−=Δ ϕlRcc1 ;  ϕ

δ 2
11

1 l
1 3EIX c =

Δ
−= .  . 

Проверка: 

11c XMM =

clll
l

EIC
EI

ds
EI

MM
32∑∫ 1

1 231
Δ−=== ϕϕ . 

 

7.8. Особенности применения метода сил к расчету статически неопре-
делимых ферм и арок 

  
При расчете любых статически неопределимых систем процедура метода 

сил остается неизменной – выбор основной системы, составление системы ка-
нонических уравнений, решение ее и построение эпюр внутренних усилий. Для 
различных систем особенность расчета заключается в вычислении перемеще-
ний – коэффициентов канонических уравнений метода сил.  

а) Фермы – конструкции, в расчетной схеме которых во всех узлах прини-
маются идеальные шарниры. Поэтому внутренние усилия во всех стержнях – 
только продольные силы. Единичные и грузовые коэффициенты канонических 
урав ычисляются по ам, полученным из (5.1 -
том того, что при узловой нагрузке на фермы усилия во всех стержнях посто-
янны

нений метода сил в формул 1) с уче

. 
 

    ∑
=

=
n

j j

jkjij
ik EF

lNN

1
δ , ∑

=
=Δ

n

j j

jpjij
ip EF

lNN

1
 ,  (7.20) 

 
где ijN  - усилие в j - м стержне от единичного неизвестного 1=iX , pjN  - 

усилие в j - м стержне от внешней нагрузки, n - количество стержней фермы. 
Окончательные усилия вычисляются по формуле, аналогичной (6.7): 

 
  ppii NXNXNNXNN +++=+= ∑ L2211    (7.21) 
 
При ручном расчете обычно не строят эпюры нормальных сил, а сводят все 

расчеты в табличную форму.  
 

) Арки б – конструкции, состоящие из криволинейных стержней. Если арка 
состоит из одного криволинейного стержня, то она может быть двухшарнирная 
или шарнирная, первая из которых один раз, а вторая
неопределимая. Коэффициенты и свободные члены канонических уравнений 
мето л должны вычисляться по общей формуле Мора: 

бес  – трижды статически 

да си
 

=ikδ ∑∫ ∑∫ ∑++ ds
GF

QQds
EF

NN
ds

EI
MM kikki i μ ;   (7.22)   
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  =Δip ∑∫ ∑∫ ∑++ ds
GF

QQ
ds

EF
NN

ds
EI
MM pippi i μ .   (7.23) 

 
В силу кривизны арки все эпюры усилий в ней - и единичные и грузовые 

криволинейны, поэтому правило перемножения эпюр Верещагина непримени-
мо. Интегралы в формулах (7.22) и (7.23) вычисляются численно, пролет арки 
разделяется не небольшие участки и в табличной форме производятся все вы-
числения. Примеры расчета можно найти в рекомендованных учебных пособи-
ях. Однако в дальнейшем мы покажем, что при достаточно мелком разбиении 
арок  можно рассчитывать как стержневую систему, состоящую из прямоли-
нейных ый 
комплекс

орые приемы упрощения расчета рам методом сил 

ить наибольшее число побочных коэф-
фиц

 их
 стержней. При таком подходе можно применить любой расчетн

, реализующий метод конечного элемента. 
 

7.9. Некот
 
сО новная цель упрощений – обрат

иентов в нуль. 
  
1. Использование симметрии рам. 
 
Если заданная рама симметрична, т  следует выбирать 

также симметричной  этом случае единичные  симметричными, 
либо кососимметричными. Результат умножения симметричной эпюры iM на 

о основную систему
. В  эпюры будут

кососимметричную равен нулю, т.е kM . 0== ∑∫ ds
EI
MM ki

ikδ , поэтому  

ка о л разделяется на две системы. В одной сис-
теме

система

н нических уравнений метода си
 только симметричные неизвестные, в другой – только кососимметричные.  
 
2. Группировка неизвестных. 
 
Два неизвестных усилия в симметричных системах, расположенных зер-

кально к оси симметрии, можно сгруппировать, т.е. представить одно в виде 
известных, тогда одна пара неиз-
сосимметричной. Тогда очевидно 

след

суммы, а другое в виде разности других не
вестных будет симметричной, а другая – ко

уют все упрощения предыдущего пункта. 
  
3. Использование симметрии нагрузки. 
 
Легко доказать, что при действии симметричной нагрузки на симметрич-

ную систему деформация конструкции будет симметричной, а, следовательно, 
все кососимметричные неизвестные усилия в лишних связях равны нулю. На-
оборот, если на симметричную систему действует кососимметричная нагрузка, 
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то вс

ное введение шарниров, рациональное направление неиз-
вест

счета сооружений, которые помогут студенту и в 
даль

 
расч а. Во второй части курса мы обратим особое внимание на эти вопросы, 
т.к. участившиеся в последнее время аварии и катастрофы со строительными 
объектами говорит о слабой квалификации расчетчиков, использующих ЭВМ.  

 
 

ью статической неопределимости системы и как она 

й неопределимости замкнутого бес-

те основные требования, предъявляемые к основной системе. 

е из этих связей следует удалять при образовании основной сис-

азывают главными, побочными и какими свойствами 

 коэффициенты при неизвестных и свободные члены при 
расчете балок и рам? 

е симметричные неизвестные равны нулю. Это касается не только нагруз-
ки, но и любого другого воздействия: изменения температуры, осадки опор и 
др.  

Существуют и другие способы упрощения расчета – введение жестких 
консолей, рациональ

ных и другие способы, которые мы рассматривать не будем. Со всеми эти-
ми способами можно ознакомиться в рекомендованных нами учебниках и 
учебных пособиях.  

Все эти упрощения имеют цель уменьшить количество неизвестных и уп-
ростить ручной расчет, который раньше не имел альтернативы. Однако в на-
стоящее время вычислительные комплексы позволяют рассчитывать конструк-
ции с практически любым количеством неизвестных. Наша задача изучить ос-
новные принципы и методы ра

нейшем инженеру создать адекватную расчетную схему сооружения, вы-
брать правильную процедуру расчета и с помощью какого-либо расчетного 
комплекса выполнить расчет.  

Последняя и главная задача инженера – оценить полученные результаты
ет

7.10. ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОКОНТРОЛЯ 
 

1. Что называется степен
связана с числом степеней свободы? 

2. Чему равна степень статическо
шарнирного контура? 

3. Назовите основные свойства статически неопределимых систем. 
4. Какова основная идея метода сил? 
5. Назови
6. Что представляют собой абсолютно необходимые и условно необходимые 

связи? Каки
темы? 

7. Какие приемы применяются при удалении лишних связей? Приведите 
примеры.   

8. Что означают величины Xi, δik, δii, Δip? 
9. Какие перемещения н

они обладают?  
10. Как вычисляют
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 неиз-

нчательных эпюр M, Q, N ? 

5. Как зависят усилия в статически неопределимой системе при расчете на теп-
ловое и кинематическое воздействия от жесткостей элементов? 

 

 
 

11. Как вычисляют коэффициенты при неизвестных и свободные члены при 
расчете ферм? 

12. Что происходит с системой канонических уравнений, если одна часть
вестных является симметричной, а другая − кососимметричной?  

13. Как производится статическая проверка око
14. Как записывается система канонических уравнений метода сил при расчете 

на тепловое воздействие и смещение опор? 
1
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